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Ž .Soit G le groupe GL n sur un corps p-adique. On etudie dans cet article leÂ
module universel de Serre associe a un caractere de l'algebre de Hecke de GÂ Á Á Á
relative a son sous-groupe compact maximal standard, le corps des coefficientsÁ
etant algebriquement clos, de caracteristique l ) 0 differente de p. On verra queÂ Â Â Â
l'on peut toujours lui associer une famille finie de series principales sur G. OnÂ
generalisera alors les resultats de Serre et de Kato, en prouvant que si l est uneÂ Â Â
caracteristique banale pour G, un module universel, et une serie principaleÂ Â
associee sont des G-modules de longueur finie qui ont meme suite deÂ Ã
Jordan]Holder. Q 1999 Academic PressÈ
INTRODUCTION
Soit F un corps local non archimedien, d'anneau des entiers O , et deÂ F
corps residuel fini k , de cardinal q et de caracteristique p. Soient G leÂ ÂF
Ž .groupe lineaire GL n, F et K le sous-groupe compact ouvert maximalÂ
Ž .GL n, O .F
L'etude des extensions des representations lisses et irreductibles de G aÂ Â Â Á
coefficients dans un corps algebriquement clos de caracteristique nonÂ Â
nulle l / p, est particulierement interessante, comme le montre un argu-Á Â
w xment arithmetique de Serre 18 .Â
Suivant l'approche de Serre, on peut etudier ce phenomene, au moinsÂ Â Á
dans le cas des representations non ramifiees, en introduisant le moduleÂ Â
Ž .universel M associe a un caractere l de l'algebre de Hecke H G, K .Â Á Á Ál
Il verifie la propriete universelle suivante:Â Â Â
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Soit V une representation lisse de G. A tout ¤ecteur non nul de V,Â
Ž .K-in¤ariant, sur lequel H G, K opere par l, est associe un morphisme deÁ Â
G-modules non nul de M dans V.l
Ce type de modules a ete introduit et etudie de facËon generale sur C parÂ Â Â Â Â Â
Žw xBorel 4 ; Borel utilise la terminologie de ``induced module'' pour nommer
. w xM . Kato 10, 11 sur C et pour un groupe reductif sur F general, puisÂ Â Âl
w x Ž .Serre dans son cours au College de France en 1987 17 pour GL 2 et enÁ
caracteristique l / p arbitraire, ont determine la structure de G-moduleÂ Â Â
Ž w xde M . Voir aussi dans 1 l'etude par Barthel et Livne de ce moduleÂ Âl
Ž . .universel pour GL 2 dans le cas ou les caracteristiques l et p sont egales.Á Â Â
Nous allons generaliser et etendre ces resultats au cas du groupe lineaireÂ Â Â Â Â
G et d'un corps de coefficients de caracteristique l ) 0 differente de p,Â Â
Ž w x w xtelle que q k 1 mod l. Voir 21 et 24 pour l'etude des representationsÂ Â
.modulaires de G.
La donnee du caractere l determine une famille finie de series princi-Â Á Â Â
pales I . Soit B le sous-groupe d'Iwahori standard de K. Alors nousx
Ž .montrerons Theoreme 2.1 que l'espace des vecteurs B-invariants de M aÂ Á l
la meme suite de Jordan]Holder que l'espace des vecteurs B-invariants deÃ È
Ž .I , en tant que module sur l'algebre de Hecke H G, B . Nous calculeronsÁx
aussi grace a notre methode, la dimension de l'espace des solutions desÃ Á Â
equations aux differences invariantes par le groupe de Weyl W de G et aÂ Â Á
coefficients dans un corps algebriquement clos de caracteristique nonÂ Â
Ž .nulle Theoreme 3.2 .Â Á
On deduira des resultats precedents et d'un resultat de Schneider etÂ Â Â Â Â
w xStuhler 15 , un critere d'isomorphisme entre les G-modules M et IÁ l x
Ž . ŽTheoreme 2.3 . Ensuite, si l est une caracteristique banale pour G cf.Â Á Â
w x. Ž .21, II.3.9 , on demontrera Theoreme 2.2 que le module universel et lesÂ Â Á
induites associees ont toujours meme suite de Jordan]Holder en tant queÂ Ã È
G-modules. Enfin, on completera les resultats de Kato sur C en donnantÁ Â
une version plus precise de ce dernier theoreme.Â Â Á
Je tiens a remercier Laurent Clozel pour ses conseils judicieux et saÁ
relecture attentive de cet article.
1. MODULE UNIVERSEL DE SERRE
1.1. Notations
Dans ce qui suit, l designera toujours un nombre premier different de 2.Â Â
Soit F un corps local de valuation discrete ¤ ; on suppose que l'imageÁ F
de ¤ est egale a Z. Soient O l'anneau des entiers de F et ˆ uneÂ ÁF F F
Ž .uniformisante de O . On suppose que le corps residuel k s O r ˆ estÂF F F F
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< < y¤ F Ž x .fini, de caracteristique p ) 0, et de cardinal q. On note enfin x s qÂ F
la valeur absolue normalisee de x g F.Â
Ž .Soient n un entier positif et G le groupe lineaire GL n, F . Intro-Â
duisons le sous-groupe parabolique minimal P forme des matrices trian-Â
gulaires superieures de G, le tore maximal T constitue des matricesÂ Â
diagonales de G et le radical unipotent N de P.
Ž .On note K le groupe GL n, O . C'est un sous-groupe compact ouvertF
de G. On considere aussi le sous-groupe d'Iwahori B forme par lesÁ Â
matrices de K dont la reduction modulo ˆ est triangulaire superieure.Â ÂF
Dans ce qui suit, un anneau sera toujours suppose commutatif etÂ
integre. Soit R un anneau tel que p g R= et contenant une racine carreeÁ Â
de q, que l'on choisit et que l'on note q1r2. On peut definir des mesures deÂ
Ž w x.Haar sur G ou ses sous-groupes, a valeurs dans k cf. 21, I.2 ; on noteÁ
d : P “ Q= le module de P: d est un morphisme de groupe, trivial sur N
et en posant n s Lie N, on a pour tout t g T ,
Zd t s det Ad t g q .Ž . Ž .n F
Ž .  Ž =. < 4Soit T s T l K. On note X T , R s x g Hom T , R x s 1 l'en-0 nr <T0
semble des caracteres non ramifies de T a valeurs dans R. Pour chaqueÁ Â Á
Ž . =x g X T , R , il existe z , . . . , z dans R tels que pour tout t g T , denr 1 n
Ž . Ž . ¤ F Ž t1. ¤ F Ž tn.diagonale t , . . . , t , on ait x t s z ??? z . L'application qui a xÁ1 n 1 n
Ž . Ž . Ž =. nassocie la famille z , . . . , z definit une bijection de X T , R sur R .Â1 n nr
Comme q est inversible dans R, on peut considerer que d est a valeursÂ Á
= Ž .y1r2 1r2dans R et alors d t , grace au choix de q , peut aussi etreÃ Ã
Z r2 = Ž .considere a valeurs dans q ; R . Pour tout caractere x g X T , R ,Â Â Á Á nr
on appelle R la representation de T de dimension 1 sur R, correspondantÂx
a x . On peut alors induire cette representation a G et on obtient la serieÁ Â Á Â
principale associee a x : c'est la representation reguliere a droite de G surÂ Á Â Â Á Á
l'espace I des fonctions f : G “ R telles que:x , R
Ž . Ž . Ž .y1r2 Ž . Ž . Ž .a f tng s d t l t f g pour tout t, n, g g T = N = G;
Ž .b f est localement constante.
Si R est un corps de caracteristique l differente de p, algebriquementÂ Â Â
clos, dans lequel on a fixe une racine carree de q, alors la serie principaleÂ Â Â
w xI est une representation admissible de G 21, II.2.1 , de longueur finieÂx , R
w xen tant que G-module 21, III.1.2 .
La dimension de l'espace des vecteurs K-invariants de I est 1. Onx , R
note alors 1 le vecteur spherique de I : c'est l'unique vecteur K-in-Âx x , R
variant de I qui vaut 1 sur l'identite de G. Nous omettrons dorenavant,Â Âx , R
a chaque fois que cela ne produira aucune confusion, l'indice R dans laÁ
notation I .x , R
Ž .Soient R un anneau et S un ensemble quelconque. On note C S, R
w x Ž .l'ensemble des fonctions de S a valeurs dans R et R S ; C S, R leÁ
sous-ensemble des fonctions a support fini. Pour X ; S, nous noteronsÁ
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Ž .1 g C S, R la fonction caracteristique de X. Si G opere continumentÂ Á ÃX
sur S, que l'on aura muni de la topologie discrete, on obtient uneÁ
w x Ž .Ž . Ž y1 .representation a gauche lisse de G sur R S par g ? f s s f g ? s . LeÂ Á
Ž . ‘Ž .groupe G opere aussi sur C S, R et on note C S, R le sous-espace desÁ
‘Ž . Ž .vecteurs lisses de C S, R : il est forme par les elements de C S, R fixesÂ Â Â Â
‘Ž .par un sous-groupe ouvert de G. Le R-module C S, R est alors canon-
w xiquement isomorphe au dual lisse de R S . Si de plus G opere transitive-Á
w xment sur S alors la representation R S est cyclique et engendree parÂ Â
n'importe laquelle des fonctions 1 , pour s g S.s4
On definit L s TrT ; c'est un groupe libre de rang n. On noteÂ 0
Ž . Ž .W s N T rT le groupe de Weyl associe a G et T , ou N T est leÂ Á ÁG G
normalisateur de T dans G. Il agit naturellement par automorphismes
interieurs sur T. On peut identifier W au groupe S des permutations deÂ n
n elements, l'operation sur T etant alors donnee par celle des matrices deÂ Â Â Â Â
permutations: soit w g W considere comme une permutation des indicesÂ Â
Ž .1, . . . , n et soit t g T de diagonale t , . . . , t , alors w ? t est l'element deÂ Â1 n
Ž . nT de diagonale t , . . . , t . De meme, W opere sur L ( Z et surÃ ÁwŽ1. wŽn.
Ž . Ž =. nX T , k ( k par permutation des coordonnees. Il opere alors surÂ Ánr
w x w xW w xR L et on note R L l'algebre des elements de R L invariants par W.Á Â Â
Enfin, un nombre premier sera appele une caracteristique banale pourÂ Â
un sous-groupe compact ouvert H de G si, pour tout sous-groupe compact
w x w xouvert U d'indice fini dans H, il est premier avec H : U 21, II.3.9 . Par
exemple, le nombre premier l est banal pour K si et seulement si l ne
Ž n .Ž ny1 . Ž .divise pas q q y 1 q y 1 ??? q y 1 ; dans ce cas l est aussi une
caracteristique banale pour G.Â
De meme, le nombre premier l est banal pour B si et seulement si l neÃ
Ž .divise pas q q y 1 ou de facËon equivalente, si l / p et q k 1 mod l.Â
1.2. Algebres de HeckeÁ
Ž .L'algebre de Hecke sur Z associee au couple G, K est l'algebre desÁ Â Á
fonctions a support compact dans G et a valeurs dans Z, bi-invariantes parÁ Á
Ž .l'action de K. On la note H G, K ; en tant que Z-module, elle estZ
w xnaturellement isomorphe a Z K _ GrK .Á
Ž .Le produit dans H G, K est defini de la facËon suivante: si on considereÂ ÁZ
les decompositions KgK s @ Kg et KhK s @ Kh alorsÂ i i j j
1 ? 1 s 1 .ÝK g K K h K K g hi j
i , j
Ž .Ce produit definit une structure d'algebre associative pour H G, K . PourÂ Á Z
w xla demonstration de ce fait, on peut se reporter a 14, Chap. 3, Sect. 1 .Â Á
Ž Ž .La definition de Shimura du produit dans H G, K est differente de laÂ ÂZ
notre mais la preuve de sa Proposition 3.4 assure l'equivalence des deuxÃ Â
.definitions.Â
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Soir R un anneau. On definit l'algebre de Hecke sur R associee auÂ Á Â
Ž .couple G, K par
H G, K s H G, K m R .Ž . Ž .R Z Z
On a toujours un isomorphisme de R-modules
w xH G, K ( R K _ GrK .Ž .R
Ž .On appelle caractere de H G, K un morphisme de R-algebres deÁ ÁR
Ž . Ž Ž ..H G, K dans R. On note X H G, K l'ensemble des caracteres deÁR R
Ž .H G, K .R
w x USoit V un R G -module a droite. On note V le sous R-module formeÁ Â
par les vecteurs invariants par un sous-groupe compact ouvert U de G.
Ž . K KAlors H G, K opere a droite sur V par ¤ ? 1 s Ý ¤ ? g pour ¤ g VÁ ÁR K g K i i
et KgK s @ Kg . On peut definir de meme une operation a gauche si VÂ Ã Â Ái i
w xest un R G -module a gauche.Á
Nous allons rappeler la definition et les proprietes de la transformationÂ Â Â
w xde Satake 14 . On note dg la mesure de Haar sur G a valeurs dans C,Á
normalisee par H dg s 1 et dn celle sur N normalisee par H dn s 1.Â ÂK N l K
Ž .On verifie alors que si l'on considere deux elements w et c de H G, KÂ Á Â Â R
Ž .comme des fonctions sur G, leur produit dans H G, K est le produit deR
convolution classique, defini pour tout h g G parÂ
w )c h s w gy1 h c g dg .Ž . Ž . Ž .Ž .H
G
On utilisera la meme notation pour un element de T et sa classe dans L aÃ Â Â Á
chaque fois que cela ne produira aucune confusion. On considere laÁ
transformation de Satake,
w xS : H G, K “ C L ,Ž .C
f ‹ S f ,Ž .
Ž .ou S f designe la fonction definie pour tout t g L parÁ Â Â
S f t s dy1r2 t f tn dn.Ž . Ž . Ž . Ž .H
N
w xLe theoreme suivant est du a Satake 14, Theoreme 3 .Â Á Ã Á Â Á
THEOREME 1.1. La transformation de Satake S est un isomorphismeÂ Á
Ž . w xWd'algebres entre H G, K et C L .Á C
Il est bien connu que ce resultat reste valide si l'on remplace C par unÂ
anneau R, dans lequel p est inversible et ou l'on a fixe une racine carreeÁ Â Â
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Ž w x.de q cf. 14, Theoreme 3, Remarque 2 . Nous en rappelons la demon-Â Á Â
stration.
w xw x'On pose R s Z 1rp q ; C. Si R est anneau dans lequel p est0
inversible et qui contient une racine carree de q, que l'on choisit et queÂ
1r2 1r2'l'on note q , alors l'application qui a q associe q induit un mor-Á
phisme naturel non nul d'anneaux de R dans R, definissant sur R uneÂ0
structure de R -algebre commutative, unitaire, et integre. Enfin, on con-Á Á0
sidere d 1r2 a valeurs dans R par le choix de notre racine carree de qÁ Á Â0
dans C. Dans ce qui suit, une R -algebre sera toujours supposee commuta-Á Â0
tive, unitaire, et integre.Á
Soit Sq l'ensemble des racines positives pour l'ordre associe a P. OnÂ Á
notera additivement le produit dans le groupe libre L. On a un ordre
partiel sur L defini par t F tX si tX y t g Sq. Soit Lqq; L l'ensemble desÂ
poids dominants. C'est un domaine fondamental pour l'action de W sur L.
On a une decomposition G s @ KtK, ou t decrit un ensemble T deÂ Á Â
qq Ž .representants de L dans T. Une base de H G, K est alors constitueeÂ ÂR 0
des fonctions e s 1 pour t decrivant T.Ât K tK
Pour tout t g L, on note W le stabilisateur de t dans W et on poset
1 Ww xs s w ? t g R L .Ýt 0aWt wgW
w xWL'ensemble des s quand t decrit T forme une base de R L . En fait,Ât 0
w xWcet ensemble forme une base de R L pour toute R -algebre R. Pour unÁ0
< <ensemble fini S, on notera S son cardinal et pour une partie compacte U
Ž .de G, on notera vol U son volume par rapport a dg. Nous avons commeÁ
w xdans la demonstration de 10, Proposition 2.5 :Â
LEMME 1.2.
S e s dy1r2 tX vol Kty1K l KtXy1N s X .Ž . Ž . Ž .Ýt t
Xt gT
y1 Xy1 y1r2Ž X. Ž .X X XOn pose U s Kt K l Kt N et c s d t vol U , le coeffi-t, t t, t t, t
cient de la matrice definie par la transformation de Satake.Â
LEMME 1.3. Pour tout t et tX dans T, on a:
Ž . y1r2Ž .i c s d t g R ;t, t 0
Ž . Ž .X Xii vol U g N et donc c g R .t, t t, t 0
Ž . Ž . y1r2Ž . y1 wPreu¤e. i On a c s vol U d t . Or U s Kt d'apres 8,Át, t t, t t, t
x Ž y1 . y1r2Ž . y1r2Ž .Proposition 4.4.4i . Donc c s vol Kt d t s d t .t, t
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Ž . y1 Xy1Xii On remarque que K opere a gauche sur U s Kt K l Kt N. OnÁ Á t, t
a donc une decompositionÂ
U X s Ku.@t , t
XugK_Ut , t
Ž . < <X XAinsi vol U s K _ U g N.t, t t, t
Ž .Considerons la restriction de la transformation de Satake a H G, K .Â Á R 0
Ž .C'est a nouveau un morphisme d'algebres cf. Theoreme 1.1 . Comme lesÁ Á Â Á
Ž . Ž . Ž .familles e et s sont des bases des R -modules H G, K ett t g T t t g T 0 R 0w xWR L respectivement, le Lemme 1.3 nous dit que S est un morphisme0
Ž . w xWd'algebres de H G, K dans R L . De plus, d'apres les Lemmes 5.1 etÁ ÁR 00w x5.2 de 14 , la matrice de S par rapport aux bases precedemment men-Â Â
tionnees, est decomposable en une somme directe denombrable de matri-Â Â Â
ces triangulaires inferieures}pour l'ordre partiel sur L}de dimensionÂ
y1r2Ž .finie. Ses termes diagonaux valent c s d t et sont donc inversiblest, t
Ž Ž .. w xWdans R . La famille S e est alors une base du R -module R L .0 t t g T 0 0
On a ainsi demontre:Â Â
PROPOSITION 1.4. La transformation de Satake S est un isomorphisme
Ž . w xWd'algebres entre H G, K et R L .Á R 00
Soit R une R -algebre. Le Lemme 1.3 et le morphisme R “ R permet-Á0 0
tent de considerer que les coefficients c X sont dans R. Comme lesÂ t, t
Ž . Ž . Ž .familles e et s sont des bases des R-modules H G, K ett t g T t t g T R
w xWR L respectivement, on peut definir la transformation de Satake S:Â
Ž . w xWH G, K “ R L par sa matrice par rapport aux bases precedemmentÂ ÂR
mentionnees. Cette matrice est toujours decomposable en une sommeÂ Â
directe denombrable de matrices triangulaires inferieures de dimensionÂ Â
finie et de termes diagonaux inversibles, ainsi S est un isomorphisme de
R-modules.
Il reste a voir que S est a nouveau un morphisme d'algebres. Pour cela,Á Á Á
nous allons rappeler la fonctorialite de la transformation de Satake. ElleÂ
provient du diagramme commutatif suivant, qui est evident pour touteÂ
R -algebre R grace a la definition matricielle de S:Á Ã Á Â0
Ž . w xWH G, K “R LR 00
6 6
m R m RR R0 0
W WŽ . w x w xH G, K “R m R L ( R L .R R 00
PROPOSITION 1.5. Soient R et RX deux R -algebres, et RX “ R un mor-Á0
phisme de R -algebres. Alors il existe un diagramme commutatif de mor-Á0
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phimes de RX-modules,
Ž . Xw xWXH G, K “R LR
x x
WŽ . w xH G, K “R L ,R
ou les fleches horizontales sont donnes par la transformation de Satake et lesÁ Á Â
fleches ¤erticales sont donnees par le morphisme RX “ R.Á Â
Si on prend RX s R dans la proposition precedente, alors comme laÂ Â0
transformation de Satake sur R est un morphisme d'algebres et commeÁ0
Ž . Ž .H G, K s H g, K m R, la transformation de Satake sur R est aussiR R R0 0
un morphisme d'algebres. On a donc prouve:Á Â
PROPOSITION 1.6. Soit R une R -algebre. Alors, la transformation deÁ0
Ž . w xWSatake definit un isomorphisme d'algebres de H G, K ¤ers R L .Â Á R
En appliquant la theorie des invariants d'une algebre par un groupe finiÂ Á
w xd'automorphismes 6, Chap. 5, Sect. 1.9 on obtient:
Ž .COROLLAIRE 1.7. Soit R une R -algebre. L'algebre de Hecke H G, KÁ Á0 R
est une algebre commutati¤e de type fini sur R.Á
Ž .Soit R une R -algebre. A tout x g X M, R on peut associer unÁ0 nr
Ž Ž ..caractere l g X H G, K defini parÁ Âx R
l : H G, K “ RŽ .x R
² :f ‹ x , S f s x t S f t .Ž . Ž . Ž . Ž .Ý
tgL
w xOn a, comme en 13, Theoreme 3.3.12 :Â Á
PROPOSITION 1.8. L'application qui a x associe l realise une bijectionÁ Âx
Ž . Ž Ž ..de X T , R rW sur X H G, K .nr R
On deduit facilement de la Proposition 1.5, la fonctorialite de cetteÂ Â
bijection:
PROPOSITION 1.9. Soient R et RX deux R -algebres et RX “ R un mor-Á0
phisme de R -algebres. Il existe un diagramme commutatif de fonctions,Á0
Ž X. Ž Ž ..XX T , R “X H G, Knr R
x x
Ž . Ž Ž ..X T , R “X H G, K ,nr R
ou les fleches ¤erticales correspondent au morphisme RX “ R et les flechesÁ Á Á
Ž .horizontales correspondent a l'application x ‹ l Proposition 1.8 .Á x
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w xKato 10 a etendu la transformation de Satake de l'algebre de HeckeÂ Á
w x w xC K _ GrK a l'espace vectoriel C B _ GrK ,Á
w x w xS : C B _ GrK “ C L ,
f ‹ S f ,Ž .
Ž .ou S f est defini par la meme formule que precedemment. On aÁ Â Ã Â Â
Ž . w xune structure naturelle de H G, K -module a droite sur C B _ GrK sÁC
w xK w x Ž . w xC B _ G et sur C L , en posant f ? w s fS w pour f g C L et w g
Ž .H G, K . On verifie alors que la transformation de Satake etendue S estÂ ÂC
Ž . w Ž .xun morphisme de H G, K -modules a droite 10, Lemme 2.4 ii .ÁC
w xPROPOSITION 1.10 10, Proposition 2.5 . S est un isomorphisme de
Ž . w x w xH G, K -modules a droite entre C B _ GrK et C L .ÁC
Nous allons a nouveau verifier que ce resultat s'etend a une R -algebre.Á Â Â Â Á Á0
On rappelle que G s @ BtK et donc que si on note f la fonctiont g L t
caracteristique de BtK, la famille des f pour t g L forme une base deÂ t
w x w xR B _ GrK . Kato a calcule 10, Preuve de la Proposition 2.5 queÂ0
S f s dy1r2 tX vol Kty1B l KtXy1N t .Ž . Ž . Ž .Ýt
Xt gL
X y1 Xy1 X Ž X . y1r2Ž X.X X XOn pose U s Kt B l Kt N et c s vol U d t .t, t t, t t, t
LEMME 1.11. Pour tout t et tX dans L, on a:
Ž . X y1r2Ž .i c s d t ;t, t
Ž . Ž X . XX Xii vol U g N et donc c g R .t, t t, t 0
Ž . Ž .Preu¤e. ii On a comme pour le Lemme 1.3 ii
X < X <X Xvol U s K _ U g N.Ž .t , t t , t
Ž . X Ž X . < X < y1 X Xi Posons C s vol U s K _ U . Comme Kt ; U alors C G 1.t, t t, t t, t t, t t, t
De plus, on remarque que U X ; U ou t est l'unique element de LqqÁ Â Ât, t t , t dd
conjugue a t. En effet, comme on peut choisir des representants de WÂ Á Â
dans K, on a KtK s Kt K. Alors, comme Kty1B ; Kty1K, on a U X ; U .d t, t t , td
Comme le volume de U apparaõt comme coefficient dans la transformeeÃ Ât , td
Ž . Ž .de Satake S e Lemme 1.2 , il est invariant par l'action de W sur t et ont
Ž . Ž . X Ž .a donc vol U s vol U . Ainsi, C F vol U s 1 d'apres le Lem-Át , t t , t t, t t , td d d d d
X X y1r2 y1r2Ž . Ž . Ž .me 1.3 i . Finalement c s C d t s d t .t, t t, t
Comme la matrice formee par les c XX est decomposable en une sommeÂ Ât, t
directe denombrable de matrices triangulaires inferieures de dimensionÂ Â
w xfinie 10, Lemme 2.6 et Preuve de la Proposition 2.5 et de coefficients
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diagonaux inversibles dans R , on peut appliquer la meme methode queÃ Â0
pour les Propositions 1.4 et 1.6 pour demontrer:Â
PROPOSITION 1.12. Si R est une R -algebre, alors la transformationÁ0
Ž .de Satake S est un isomorphisme entre les H G, K -modules a droiteÁR
w x w xR B _ GrK et R L .
w xRemarque. On peut considerer R L comme etant l'algebre des seriesÁ Â Á Â
w y1 y1 xde Laurent R X , X , . . . , X , X , en identifiant l'element de T deÂ Â1 1 n n
Ž . Ž .diagonale 1, . . . , 1, ˆ , 1, . . . , 1 ˆ est en ieme position avecÁF F
l'indeterminee X . Alors, d'apres la theorie des polynomes symetriques, onÂ Â Á Â Ã Âi
a
W y1w xR L s R S , . . . , S , . . . , S , S1 i n n
avec
S s X ??? X .Ýi j j1 i
1Fj - ??? -j Fn1 i
Soit R un anneau. On peut definir de facËon identique, l'algebre deÂ Á
Ž . Ž .Hecke H G, B associee au couple G, B et une action de cette algebreÂ ÁR
B w xsur V pour tout R G -module V. On note f le foncteur de la categorieÂ
des representations lisses de G a coefficients dans R vers celle desÂ Á
Ž . BH G, B -modules, qui a V associe V . Nous allons rappeler quelquesÁR
proprietes bien connues de ce foncteur.Â Â
Ž . =LEMME 1.13. Si q q y 1 g R alors le foncteur f est exact.
w xPreu¤e. On considere une suite exacte de R G -modules lisses:Á
ba
0 “ N “ M “ P “ 0.
Ž .On a toujours une suite exacte de H G, B -modules:R
baB B B0 “ N “ M “ P .
Montrons que b est surjectif. Soit z g P B. Il existe x g M tel que
Ž .  4z s b x . Soit U s g g B N g ? x s x . C'est un sous-groupe ouvert de B.
On pose
y s g ? x g M B .Ý
ggBrU
On a
w xb y s g ? b x s g ? z s B : U z .Ž . Ž .Ý Ý
ggBrU ggBrU
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w x Ž Ž ..d w xComme B : U divise q q y 1 pour un d g N, alors B : U est in-
Ž B.versible dans R et z g b M , ce qui prouve l'exactitude du foncteur des
B-invariants.
Ž . =COROLLAIRE 1.14. Soit R un anneau tel que q q y 1 g R et V un
w x Ž .R G -module cyclique engendre par un ¤ecteur B-in¤ariant ¤. Le H G, B -Â R
module V B est aussi cyclique engendre par ¤ .Â
w xPreu¤e. On a par hypothese un G-morphisme surjectif R GrB “ VÁ
qui a 1 associe g ? ¤ . Le Lemme 1.13 nous dit que ce morphisme induitg B
Ž . Ž . w x Bun H G, B -morphisme surjectif de H G, B s R B _ GrB sur V , quiR R
Ž .a f g H G, B associe f ? ¤ , ce qui prouve notre resultat.Á ÂR
On a le resultat fondamental suivant:Â
w xTHEOREME 1.15 21, II.3.12 . Soit R s k un corps algebriquement clos. SiÂ Á Â
la caracteristique de k est banale pour G, le foncteur f est une equi¤alence deÂ Â
categories entre la categorie des representations admissibles V de G a coeffi-Â Â Â Á
B Ž .cients dans k, qui sont engendrees par V , et celle des H G, B -modules deÂ k
dimension finie sur k.
1.3. MODULE UNIVERSEL DE SERRE
w xSoit R un anneau. On note M s R GrK le module des fonctions surR
G, a support fini, a valeurs dans R et K-invariantes a droite. C'est unÁ Á Á
w xR G -module a gauche lisse et cyclique, engendre par la fonctionÁ Â
w xKcaracteristique de K, notee 1 . Comme M s R G , l'algebre de HeckeÂ Â ÁK R
Ž .H G, K opere a droite sur M et cette action commute avec celle de G aÁ Á ÁR R
gauche.
Ž .PROPOSITION 1.16. L'algebre de Hecke H G, K est le commutant de laÁ R
representation a gauche de G sur M .Â Á R
Ž .Preu¤e. Soit F dans le commutant End M de l'operation de G aÂ ÁG R
K Ž .gauche sur M . Alors F opere sur M s H G, K . Comme M estÁR R R R
engendre par M K en tant que G-module, la restriction de F a M K leÂ ÁR R
Ž .determine entierement. L'application F ‹ F 1 est donc un morphismeÂ Á K
Ž . Ž .injectif d'algebres entre End M et H G, K . Enfin, ce morphismeÁ G R R
etant par definition surjectif, c'est l'isomorphisme cherche.Â Â Â
Ž Ž ..Soit maintenant l g X H G, K . On note R le R-module de rang 1,R l
Ž .ou H G, K opere par le caractere l.Á Á ÁR
Ž .DEFINITION 1.17 Serre . On appelle module universel de G associe auÂ Â
w xcaractere l, le R G -moduleÁ
M s M m R .l, R R H ŽG , K . lR
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Dorenavant, si cela ne prete a aucune confusion, nous omettrons l'in-Â Ã Á
Ž .dice R dans les notations H G, K et M . On notera 1 l'image de 1R l, R K K
dans M . Alors, de facËon evidente, M est une representation lisse etÂ Âl l
cyclique de G, engendree par 1 .Â K
Ž . Ž .y1Pour w s Ý a 1 g H G, K , on note w s Ý a 1 g H G, KÄi i K g K i i K g Ki i
l'operateur contragredient qui lui est associe. On note aussi N le noyauÂ Â Â l
X ‘Ž .de l, et N s M ? N . On note enfin M s C GrK, R le dual lisse del R l R
M et M X celui de M .R l l
Ž .PROPOSITION 1.18. i On a un isomorphisme de G-modules:
M ( M rN .l R l
Ž .ii On a un isomorphisme de G-modules:
M X ( f g M X N f ? w s l w f ;w g H G, K . 4Ž . Ž .Äl R
Ž . Ž .Preu¤e. i On considere la suite exacte de H G, K -modules:Á
l
0 “ N “ H G, K “ R “ 0.Ž .l l
Ž .On obtient l'isomorphisme cherche en tensorisant avec M sur H G, K .Â R
Ž . w xii est un calcul de dualite immediat; cf. 4, Proposition 2.6 .Â Â
K Ž .Pour toute representation lisse V de G, on note V l le sous-moduleÂ
K Ž .forme par les vecteurs ¤ g V tels que w ? ¤ s l w ¤ , pour tout w gÂ
Ž . Ž . KH G, K . On considere le R-morphisme i: Hom M , V “ V defini parÁ ÂG l
KŽ . Ž . Ž .i f s f 1 g V , pour tout f g Hom M , V . On verifie que pourÂK G l
Ž . Ž . Ž .tout w g H G, K et pour tout f g Hom M , V , on a f 1 ? w sG l K
KŽ . Ž . Ž .l w f 1 , et donc que l'image de i est dans V l .K
Ž .PROPOSITION 1.19 Propriete universelle de M . Pour toute representa-Â Â Âl
tion V de G a coefficients dans R, i est un isomorphisme de R-modules,Á
Ž . K Ž .fonctoriel en V, de Hom M , V sur V l .G l
Preu¤e. Puisque 1 est cyclique dans M , l'injectivite de i est evidente.Â ÂK l
K Ž .De plus, pour chaque ¤ g V l , l'application qui a g g G associe g ? ¤ ,Á
induit un G-morphisme de M vers V dont le noyau contient N . Il seR l
factorise donc en un G-morphisme de M vers V, ce qui prouve lal
surjectivite de i.Â
PROPOSITION 1.20. Soit R une R -algebre. On considere un caractere nonÁ Á Á0
Ž . Ž Ž ..ramifie x g X T , R et l g X H G, K le caractere de l'algebre deÂ Á Ánr x
Hecke qui lui est associe par le Corollaire 1.8. Pour tout f g I K et pour toutÂ x
Ž .w g H G, K , on ak
f ? w s l w f .Ž .x
Ž .Ainsi, il existe un unique morphisme f : M “ I tel que f 1 s 1 .x l x x K xx
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Preu¤e. La deuxieme assertion se deduit aisement de la premiere graceÁ Â Â Á Ã
a la propriete universelle 1.19.Á Â Â
La premiere assertion est bien connue si la caracteristique de R estÁ Â
Ž w xnulle et si R est un corps algebriquement clos cf. 14, Sect. 5.3 et 5.4 parÂ
.exemple .
On remarque que si cette assertion est vraie pour une R -algebre R,Á0
elle l'est pour toutes ses sous-algebres. Ainsi, en considerant une clotureÁ Â Ã
algebrique du corps de fractions de R, on deduit que l'assertion est vraieÁ Â
pour toute R -algebre de caracteristique nulle.Á Â0
Supposons maintenant R de caracteristique non nulle. D'apres la remar-Â Á
que precedente, il suffit de traiter le cas ou R s k est un corps. Soit AÂ Â Á
Ž w x.l'anneau des vecteurs de Witt de k cf. 16, Chap. II, Sect. 5 . Nous allons
relever la situation en caracteritique nulle. Comme l / 2, il existe uneÂ
racine carree de q dans A, que l'on choisit. Alors A a une structure deÂ
R -algebre et donc d'apres la Proposition 1.9, on a un diagramme commu-Á Á0
tatif d'applications:
Ž . Ž Ž ..X T , A “ X H G, Knr A
x x
Ž . Ž Ž ..X T , k “X H G, K .nr k
On remarque que les fleches verticales, correspondant a la reductionÁ Á Â
Ž .A “ k, sont surjectives. Alors, on peut relever x g X T , k en x gÄnr
Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..X T , A et l g X H G, K est un relevement de l g X H G, K .Ánr x A x kÄ
K Ž . Ž .Soient f g I et w g H G, K . On pose x s f ? w y l w f. Soientx , k k x
Ä K ÄŽ .f g I et w g H G, K des relevements de f et w. Alors x s f ? w yÄ Á Ä Äx , A AÄ
ÄŽ .l w f est un relevement de x. Or x s 0 car la proposition est vraie enÄ Á ÄxÄ
caracteristique nulle, donc x s 0.Â
Â2. LES RESULTATS
Dans ce qui suit, on designera par R s k un corps algebriquement clos, deÂ Â
caracteristique l ) 0 differente de p. On choisit une racine carree de q dans k.Â Â Â
Ž Ž ..A chaque l g X H G, K , on peut associer un caractere non ramifie xÁ Â
tel que l s l et on peut donc associer au module universel M unex l
induite I , grace au Corollaire 1.8. L'ensemble des caracteres x quiÃ Áx
Ž .verifient cette propriete constitue une orbite de X T , k sous l'action deÂ Â Â nr
W. Nous dirons que les caracteres l et x ainsi que les modules universelsÁ x
et induites correspondants sont associes s'ils se trouvent dans la situationÂ
precedemment decrite.Â Â Â
Ž Ž .. Ž .Soient l g X H G, K et x g X T , k associes. Les structures deÂnr
G-modules de M et de I sont reliees par les theoremes suivants.Â Â Ál x
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THEOREME 2.1. Si l est une caracteristique banale pour B alors M B est deÂ Á Â l
< < Ž . B Bdimension finie sur k, egale a W ; les H G, B -modules M et I sont deÂ Á l x
longueur finie et ont meme suite de Jordan]Holder.Ã È
On en deduit immediatement en appliquant l'equivalence inverse deÂ Â Â
categories definie par le Theoreme 1.15:Â Â Â Á
Ž Ž .. Ž .COROLLAIRE 2.2. Soient l g X H G, K et x g X T , k associes. SiÂnr
on suppose que l est une caracteristique banale pour G, alors les G-modulesÂ
M et I sont admissibles, de longueur finie et ont meme suite deÃl x
Jordan]Holder.È
Ž Ž .. Ž .THEOREME 2.3. Soient l g X H G, K et x g X T , k associes. Sup-Â Á Ânr
posons que l est une caracteristique banale pour B. L'application f : M “ IÂ x l x
definie dans la Proposition 1.20 est un isomorphisme de G-modules si, etÂ
seulement si le ¤ecteur spherique 1 est cyclique dans I .Â x x
Remarque. Nous conjecturons que le Corollaire 2.2 est vrai pour tout
Ž . Ž w x.l / p. Pour GL 2 , cela a ete demontre par Serre cf. 17 .Â Â Â Â
Â Á3. PREUVE DU THEOREME 2.1
Afin de demontrer le Theoreme 2.1, on commencera par rappeler uneÂ Â Á
w xpropriete geometrique bien connue, a savoir la platitude de k L surÂ Â Â Â Á
w xWk L . On reliera ensuite cette propriete au fait que les espaces vectorielsÂ Â
M B doivent tous avoir la meme dimension. On en deduira le Theoreme 2.1Ã Â Â Ál
w xgrace au principe de Brauer, du a Vigneras 21, I.9 .Ã Ã Á Â
W Âw x w x3.1. Platitude de k L sur k L : Application aux Equations aux DifferencesÂ
en Caracteristique FinieÂ
w x w xWSoit A s k L et B s k L . On rappelle que l'on a des identifications
y1 y1A s k X , X , . . . , X , X1 1 n n
et
W y1w xk L s k S , . . . , S , . . . , S , S1 i n n
avec
S s X ??? X .Ýi j j1 i
1Fj - ??? -j Fn1 i
On rappelle aussi que les polynomes symetriques S sont algebriquementÃ Â Âi
independants sur k.Â
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PROPOSITION 3.1. Soit I l'ideal maximal de A engendre par la familleÂ Â
Ž y1 y1 y1 y1. =X y x , X y x , . . . , X y x , X y x a¤ec x g k pour tout1 1 1 1 n n n n i
Ži s 1, . . . , n et soit J l'ideal de B engendre par la famille S y l , . . . , S yÂ Â 1 1 n
y1 y1. Ž .l , S y l a¤ec l s S x , . . . , x .n n n i i 1 n
Ž .i Le localise A de A par rapport a I est un module libre de rangÂ ÁI
< <W s n! sur le localise B de B par rapport a J i.e., A est un B-module plat;Â ÁJ
Ž .ii La dimension sur k de A m BrJ ne depend pas du choix deÂB
< <x , . . . , x et est egale a W s n!Â Á1 n
Ž . w xPreu¤e. i On considere les sous-anneaux A s k X , . . . , X et B sÂ 1 n
W w x Ž .A s k S , . . . , S de A et B respectivement. Soient I resp. J l'idealÂ1 n
Ž . Ž .maximal de A resp. B engendre par la famille X y x , . . . , X y xÂ 1 1 n n
Ž Ž ..resp. S y l , . . . , S y l . Alors on remarque que A s A et B s1 1 n n I I J
B . Or B s AW est une k-algebre graduee de polynomes et A est unÁ Â ÃJ
w xB-module de type fini 6, Chap. 5, Sect. 1.9 . En appliquant le Lemme 5 de
w x7, Chap. 5, Sect. 5.5 , A est un B-module libre, de rang necessairementÂ
< < w xegale a W 7, Chap. 5, Sect. 5.2 . Ainsi, A est un B -module libre deÂ Á I J
rang n!.
Ž .ii On remarque que
A m BrJ ( A m k ,B B , J
B operant sur k par S ‹ l , pour tout i s 1, . . . , n. Comme A m k (Â i i B, J
Ž .A m k, on obtient le resultat grace a i .Â Ã ÁI B , JJ
Nous allons donner comme premiere application de cette propriete, leÁ Â Â
calcul de la dimension de l'espace des solutions des equations aux diffe-Â Â
rences invariantes par W, en caracteristique finie.Â
Rappelons la definition d'un operateur de difference associe au reseauÂ Â Â Â Â
w xL 20, Sect. 8 . Pour ¤ g L, l'operateur de difference T est defini surÂ Â Â¤
‘Ž . Ž .Ž . Ž . ‘Ž .C L, k par T f x s f x q ¤ pour x g L et f g C L, k . Si on¤
etend cette definition par linearite, on definit les operateurs de differencesÂ Â Â Â Â Â Â
w xT pour f g k L .f
w xWPour tout w g k L , on appelle D l'operateur de difference definiÂ Â Âw
‘Ž .pour tout f g C L, k et tout x g L par
D f x s a f xt si w s a t .Ž . Ž . Ž .Ý Ýw s s s s
s s
Ž .Soit x g X T , k . On note H l'espace constitue des fonctions f gÂnr x
‘Ž . Ž . ² y1 : w xWC L, k verifiant D f s x , w f pour tout w g k L . Ainsi, HÂ w x
apparaõt comme l'espace des solutions des equations aux differencesÃ Â Â
invariantes par le groupe fini W et associees au caractere x .Â Á
Ž .MODULE UNIVERSEL POUR GL n 677
Nous allons donner une expression combinatoire des equations auxÂ
Ž . ndifferences definissant H . On identifie x s x , . . . , x g Z avec l'ele-Â Â Â Âx 1 n
Ž x1 x n.ment de L de diagonale ˆ , . . . , ˆ . On a vu que l'on pouvait associerF F
au caractere non ramifie x une famille z , . . . , z d'elements de k=. OnÁ Â Â Â1 n
Ä y1 y1Ž . Ž . Ž .pose l s S z , . . . , z et l s S z , . . . , z . On considere e , . . . , eÁi i 1 n i i 1 n 1 n
la base canonique de Zn et on note, pour tout ensemble fini d'indices
 4I ; 1, . . . , n ,
e s e .ÝI i
igI
‘Ž .Avec ces notations, H est l'ensemble des fonctions f g C L, k quix
Ä nŽ . Ž .verifie Ý f x q e s l f x pour tout i s 1, . . . , n et tout x g Z .Â < I <si I i
THEOREME 3.2. L'espace H des solutions des equations aux differencesÂ Á Â Âx
< <associees a x et in¤ariantes par W, est de dimension W s n! sur k.Â Á
w xCe resultat a ete demontre par Kato pour k s C 10, Proposition 1.1 ,Â Â Â Â Â
en utilisant les resultats de Steinberg sur les equations aux deriveesÂ Â Â Â
w xpartielles invariantes par des groupes de reflexion 20 . Nous allons donner
dans ce qui suit une preuve generale valable pour n'importe quel corps deÂ Â
coefficients k, qui utilisera une interpretation geometrique du probleme.Â Â Â Á
Enfin, les equations aux differences etant explicites d'un point de vueÂ Â Â
combinatoire, il serait interessant de trouver une preuve de ce resultat enÂ
determinant une base de H . Le calcul est aise pour n s 2 et a ete faitÂ Â Â Âx
pour n s 3. La difficulte de ce dernier cas laisse penser que la determina-Â Â
tion d'une base dans le cas general serait beaucoup plus longue que laÂ Â
preuve geometrique suivante.Â Â
Ž .Preu¤e du Theoreme 3.2. On fixe des indeterminees t , . . . , t et onÂ Á Â Â 1 n
x x1 x n ‘Ž .note t s t ??? t . Un element f de C L, k definit une serie deÂ Â Â Â1 n
Laurent en les t pari
f s f x t x .Ž .Ý
xgL
On note a nouveau le ieme polynome symetriqueÁ Á Ã Â
S s t eI .Ýi
< <I si
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En considerant la multiplication des series de Laurent, on a pour toutÂ Â
f g H ,x
S ? f s t eI f x t xŽ .Ý Ýi ž /ž /
< < xgLI si
s f x t xqeIŽ .Ý Ý
< < xgLI si
s f x y e t xŽ .Ý Ý I
< < xgLI si
s f x y e q e t x .Ž .Ý Ý 1, . . . , n4 I
< < xgLI snyi
Comme on a
Älny iÄf x y e q e s l f x y e s f xŽ . Ž . Ž .1, . . . , n4 I nyi 1 , . . . , n4 Äln
Ä Äet aussi l rl s l , on en deduit que H est l'espace des fonctionsÂny i n i x
‘Ž .f g C L, k verifiant S ? f s l f pour tout i s 1, . . . , n.Â i i
Par dualite inverse, on obtient que H a la meme dimension queÂ Ãx
w x Ž y1 y1.k L r S y l , . . . , S y l , S y l , si ce dernier espace est de di-1 1 n n n n
w x w xWmension finie. On pose A s k L . Comme les S engendrent B s k L ,i
w x Ž y1 y1. Žalors on a k L r S y l , . . . , S y l , S y l ( A m Br S y l ,1 1 n n n n B 1 1
y1 y1.. . . ,S y l , S y l . On obtient le resultat en appliquant la Proposi-Ân n n n
Ž .tion 3.1 ii .
3.2. Calcul de la Dimension de M Bl
Nous supposons maintenant et dans toute la suite de cet article, que l est
une caracteristique banale pour B.Â
Ž Ž .. Ž .Soient l g X H G, K et x g X T , k , deux caracteres associes queÁ Ânr
l'on fixe dans ce paragraphe. Nous allons demontrer la premiere partie duÂ Á
Theoreme 2.1, concernant la dimension sur k de M B.Â Á l
PROPOSITION 3.3. L'espace M B est de dimension finie sur k, egale aÂ Ál
< <W s n!.
Preu¤e. On remarque que la caracteristique de k etant banale pour B,Â Â
Ž .le foncteur des B-invariants est exact Proposition 1.15 . On a donc un
isomorphisme d'espaces vectoriels:
B w xM ( k B _ GrK m k .l H ŽG , K . l
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Ž .Comme la transformation de Satake S Proposition 1.10 est un isomor-
Ž . w x w xphisme entre les H G, K -modules a droite k B _ GrK et k L , on a unÁ
isomorphisme d'espaces vectoriels:
w x w x y1k B _ GrK m k “ k L m k ,H ŽG , K . l SŽH ŽG , K .. l( S
f m x ‹ S f m x .Ž .
Ž Ž .. w xWOr S H G, K s k L . En utilisant les notations de la Proposition 3.1,
on a donc une identification
w x y1k L m k s A m k .SŽH ŽG , K .. l( S B , J
Ž .La Proposition 3.1 ii nous donne alors le resultat.Â
Remarque. Un calcul de dualite identique a celui de la Proposition 1.18Â Á
nous donne immediatement un isomorphisme entre le dual lisse de M B etÂ l
l'espace H defini dans la partie precedente.Â Â Âx
3.3. Preu¤e de Theoreme 2.1Â Á
Ž w xSoit A l'anneau des vecteurs de Witt de k cf. 16, Chap. II, Sect. 5 . On
note ˆ une uniformisante de A, L le corps des fractions de A.l
Nous allons commencer par rappeler le principe de Brauer pour une
algebre operant sur des espaces de dimension finie. C'est un cas particulierÁ Â
w xbien connu du principe de Brauer donne par Vigneras 21, I.9 .Â Â
On considere un L-espace vectoriel de dimension finie V, sur lequelÁ
Ž .opere l'algebre de Hecke H G, B , que nous noterons plus simplement HÁ Á A A
dans ce paragraphe. On pose alors H s H m R pour toute A-algebre R.ÁR A A
On rappelle qu'un A-reseau de V est un A-module libre qui contient uneÂ
base de V ou de facËon equivalente un sous-A-module de V, de type fini,Â
qui contient une base de V.
Ž .LEMME 3.4 Principe de Brauer . Soit V un reseau de V stable par H .Â0 A
Alors V rˆ V est un H -module de longueur finie et sa suite de Jordan]0 l 0 k
Holder est independante du choix de V .È Â 0
Nous allons maintenant relever nos caracteres en caracteristique nulle.Á Â
Comme l / 2, il existe une racine carree de q dans A, que l'on choisit.Â
ŽOn a vu alors qu'il existe un diagramme commutatif de fonctions Proposi-
.tion 1.9 ,
Ž . Ž Ž ..X T , A “ X H G, Knr A
x x
Ž . Ž Ž ..X T , k “X H G, K ,nr k
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ou les fleches verticales correspondent aux morphismes surjectifs de reduc-Á Á Â
tion modulo ˆ et les fleches horizontales correspondent a l'applicationÁ Ál
Ž .x ‹ l Proposition 1.8 .x
Ž Ž ..Fixons maintenant deux caracteres associes l g X H G, K et x gÁ Â k
Ž . B BX T , k . Nous allons demontrer que M et I ont meme suite deÂ Ãnr l, k x , k
Jordan]Holder en tant que H -modules.È k
En utilisant les notations precedentes et le critere d'irreductibilite desÂ Â Á Â Â
w xseries principales en caracteristique nulle 3, Sect. 4.2 , on peut choisir unÂ Â
Ž .relevement x g X T , A de x tel que la serie principale I soitÁ Ä Ânr x , LÄ
irreductible. Alors le diagramme de reduction precedent etant commutatif,Â Â Â Â Â
Äle caractere l associe a x , que nous noterons plus simplement l, est unÁ Â Á ÄxÄ
relevement du caractere l.Á Á
Nous allons maintenant construire deux reseaux de I B , stables par H ,Â x , L AÄ
dont les reductions respectives seront M B et I B .Â l, k x , k
LEMME 3.5. I B est un reseau de I B stable par H ; on a un isomor-Âx , A x , L AÄ Ä
phisme de H -modules:k
I B rˆ I B ( I B .x , A l x , A x , kÄ Ä
Preu¤e. I B est visiblement stable par H ; on sait aussi qu'il existe unex , A AÄ
B B w xbase de I formee par des elements de I 9, Proposition 2.1 .Â Â Âx , L x , AÄ Ä
Enfin, on a un morphisme naturel de reduction de I “ I . IlÂ x , A x , kÄ Ä
w xdefinit une suite exacte de A G -morphismesÂ
0 “ ˆ I “ I “ I “ 0.l x , A x , A x , kÄ Ä
Le Lemme 1.13 nous donne une suite exacte de H -modulesA
0 “ ˆ I B “ I B “ I B “ 0.l x , A x , A x , kÄ Ä
w xLEMME 3.6. Soit X le A G -module engendre par le ¤ecteur spheriqueÂ Â
1 g I B . Si on note Y s X B, alors Y est un reseau de I B stable par H etÂx x , L x , L AÄ Ä Ä
on a un isomorphisme de H -modules:k
Yrˆ Y ( M B .l l , k
Preu¤e. Le Corollaire 1.14 nous dit que Y est un H -module cycliqueA
engendre par 1 . Comme le vecteur spherique est dans I B , Y est unÂ Âx x , AÄ Ä
sous H -module de I B . Il est donc en particulier libre de rang fini sur A.A x , AÄ
De plus, I etant irreductible et L etant de caracteristique nulle, I BÂ Â Â Âx , L x , LÄ Ä
est un H -module simple. Donc Y m L s I B , ce qui prouve que Y estL A x , LÄ
un reseau de I B .Â x , LÄ
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On a grace au Lemme 1.13, un isomorphisme de H -modulesÃ k
BXrˆ X ( Yrˆ Y .Ž .l l
Ž .Comme l'algebre H G, K opere par le caractere l sur l'image i de 1Á Á Ák xÄ
w xdans le k G -module cyclique Xrˆ X , la propriete universelle 1.19 nousÂ Âl
w xdonne un morphisme de k G -modules,
f : M “ Xrˆ X ;l l , k l
il est surjectif car Xrˆ X est engendre par i.Âl
Le Lemme 1.13 nous donne alors un morphisme surjectif de H -mod-k
ules:
f B : M B “ Yrˆ Y .l l , k l
B < < ŽOr on a demontre que la dimension sur k de M vaut W Proposi-Â Â l, k
.tion 3.3 , et on a facilement les egalitesÂ Â
B < <dim Yrˆ Y s rang Y s dim I s W .k l A L x , LÄ
Ce qui prouve que f est un isomorphisme.l
Nous pouvons appliquer le Lemme 3.4 aux reseaux definis dans lesÂ Â
Lemmes 3.5 et 3.6, et obtenir ainsi l'egalite des suites de Jordan]HolderÂ Â È
des H -modules M B et I B , ce qui prouve le Theoreme 2.1.Â Ák l, k x , k
Â Á4. PREUVE DU THEOREME 2.3
Le Theoreme 2.3 est un corollaire evident du Theoreme 2.1 si l est uneÂ Á Â Â Á
caracteristique banale pour G: le morphisme canonique M “ I a tou-Â l x
jours pour image le G-module engendre par 1 , et le Corollaire 2.2 nousÂ x
donne le resultat. Mais on ne peut pas conclure a partir simplement duÂ Á
Theoreme 2.1 pour les caracteristiques banales pour B qui ne le sont pasÂ Á Â
Ž .pour G. En effet, dans le cas particulier de GL 2 , q ’ y1 mod l et l / 2,
Serre a demontre que les induites et les modules universels associes auÂ Â Â
Ž . w xcaractere trivial de H G, K ont meme suite de Jordan]Holder 17 etÁ Ã È
wVigneras a prouve que ces G-modules sont de longueur 3 22, TheoremeÂ Â Â Á
x3 . Comme W est d'ordre 2, les espaces de leurs B-invariants sont au plus
de longueur 2, ce qui prouve que connaõtre l'egalite des suites de composi-Ã Â Â
tion de M B et I B ne suffit pas pour demontrer le Theoreme 2.3.Â Â Ál x
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4.1. Un Resultat de Schneider et StuhlerÂ
Ž .Soit R un anneau. On considere un caractere non ramifie x g X T , RÁ Á Â nr
que l'on suppose fixe dans ce paragraphe. Nous allons rappeler un resultatÂ Â
w xessentiellement du a Schneider et Stuhler 15, Sect. 4, Proposition 11 . EnÃ Á
fait, le resultat et la preuve de Schneider et Stuhler sont donnes dans leÂ Â
Ž .cas du caractere trivial de X T , Z . Le fait qu'ils s'etendent naturelle-Á Ânr
ment a tous les caracteres non ramifies a valeurs dans un anneau quel-Á Á Â Á
Žconque, a ete verifie par Barbaza travail redige sous la direction de M. F.Â Â Â Â Â Â
Ž .Vigneras non publie nous remercions que de nous avoir fait part de ceÂ Â
. w xresultat ; la demonstration est analogue a celle de 15 .Â Â Á
B Ž . Ž .On note e la fonction de I de support PB, definie par e tnb s x tÂx x , R x
pour tout t g T , n g N, et b g B. On considere alors le morphisme deÁ
w x Ž .G-modules H: R GrB “ I , defini par H 1 s e . On a alors, commeÂx , R B x
w xen 15, Sect. 4, Corollaire 9 :
LEMME 4.1. La serie principale I est engendree par e en tant queÂ Âx , R x
G-module; de facËon equi¤alente, H est un morphisme surjectif de G-modules.Â
On note Tqq; T le monoõde constitue par les matrices de T deÈ Â
Ž . < < < <diagonale t , . . . , t telle que 1 G t G ??? G t . Pour tout i sF F1 n 1 n
0, . . . , n y 1, on note y la matrice de Tqq dont les i premiers elementsÂ Âi
diagonaux valent 1 et dont les n y i suivants valent ˆ . On considereÁF
Ž .alors la sous-algebre A de H G, B , engendree par les fonctionsÁ ÂZ
caracteristiques 1 avec y g Tqq. Elle opere naturellement a droite surÂ Á ÁB yB
w xZ GrB .
w xLEMME 4.2 15, Sect. 4, Lemme 10 . A est une algebre de polynomes surÁ Ã
Z en les ¤ariables 1 pour i s 0, . . . , n y 1.B y Bi
Soit A s A m R. On considere le morphisme d'algebres a : A “ RÁ ÁR Z R
Ž . y1r2Ž . Ž .associe a x : il est defini par a 1 s d y x y . On note a nou-Â Á Â ÁB y B i ii
veau R le R-module de rang 1 sur lequel A opere par a . On a alors,Áa R
w xcomme en 15, Sect. 4, Proposition 11 :
PROPOSITION 4.3. L'algebre A opere par a sur e et H induit unÁ ÁR x
isomorphisme de G-modules
w xR GrB m R ( I .A a x , RR
4.2. Preu¤e du Theoreme 2.3Â Á
Ž Ž .. Ž .Soient l g X H G, K et x g X T , k , deux caracteres associes. OnÁ Âk nr
suppose que le vecteur spherique 1 est cyclique dans la serie principaleÂ Âx
I . Le morphisme f : M “ I defini par la Proposition 1.20 est alorsÂx x l x
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surjectif. Comme la caracteristique de k est banale pour B, le foncteur desÂ
Ž .B-invariants est exact Proposition 1.15 . On en deduit que f est aussi unÂ x
Ž . B BH G, B -morphisme surjectif de M sur I . Comme ces deux espaces ontk l x
Ž .la meme dimension sur k Proposition 3.3 , on obtient:Ã
LEMME 4.4. Si 1 est cyclique dans I , alors l'application f : M B “ I Bx x x l x
Ž .est un isomorphisme de H G, B -modules.k
Notons eX g M B l'image reciproque de e g I B par f . On definit unÂ Âx l x x x
w xG-morphisme F: k GrB “ M parl
F 1 s g ? eX .Ž .g B x
On a un diagramme commutatif de G-morphismes:






Ž . Ž . Ž X .En effet, on a d'une part H 1 s e et d'autre part f (F 1 s f eB x x B x x
w xs e . Comme 1 engendre k GrB en tant que G-module, alors on a bienx B
H s f (F.x
Ž .Soient A s A m k la sous-algebre de H G, B definie dans le para-Á Âk Z k
graphe precedent et a : A “ k le caractere associe a x , defini aussiÂ Â Á Â Á Âk
precedemment. Nous savons que H se factorise en un isomorphisme, noteÂ Â Â
Ž .a nouveau H Proposition 4.3 :Á
w xk GrB m k ( I .A a x , kk
LEMME 4.5. Le G-morphisme F est surjectif et il se factorise en un
G-morphisme surjectif :
w xk GrB m k “ M .A a lk
ŽPreu¤e. On sait que e est cyclique dans le G-module I Proposi-x x
. Btion 4.1 . Le Corollaire 1.14 nous dit que e engendre I en tant quex x
Ž . X Ž .H G, B -module et donc, grace au Lemme 4.4, e engendre le H G, B -Ãk x k
B Bmodule M . Comme 1 g M , alors 1 est dans l'image de F. Enfin,l K l K
puisque 1 engendre le G-module M , F est surjectif.K l
Pour montrer que F se factorise convenablement, il suffit de verifierÂ
Ž .que, pour tout a g A ; H G, B , on ak k
a y a a ? eX s 0.Ž .Ž . x
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Mais ce vecteur est dans M B, l'egalite se deduit alors, en utilisant leÂ Â Âl
diagramme commutatif precedent, du fait que A opere par a sur eÂ Â Ák x
Ž .Proposition 4.3 .
On considere le diagramme commutatif de G-morphismes provenant deÁ
la factorisation du premier diagramme:







On a vu que H ainsi factorise est un isomorphisme. On en deduit alorsÂ Â
que F est injectif et que c'est aussi un isomorphisme d'apres le Lem-Á
me 4.5. Finalement, f est un isomorphisme de M sur I , ce qui acheveÁx l x
la demonstration du Theoreme 2.3.Â Â Á
5. RETOUR SUR LE CAS COMPLEXE
Les resultats precedemment demontres sont valables si on remplace kÂ Â Â Â Â
Ž w x .par C. Kato a enonce et prouve une partie de ces resultats dans 10 .Â Â Â Â
En effet, on peut adapter les preuves reposant sur un relevement de laÁ
situation en caracteristique nulle, en remplacËant l'anneau des vecteurs deÂ
ww xxWitt par l'anneau C X des series formelles sur C a une indeterminee.Â Á Â Â
Tous les arguments precedemment exposes restent alors valables.Â Â Â
Nous pouvons completer ces resultats par la proposition suivante quiÁ Â
precise le Corollaire 2.2.Â
Ž . Ž Ž ..PROPOSITION 5.1. Soient x g X T , C et l g X H G, K , deux cara-nr C
cteres associes. Il existe w g W tel que l'application canonique f : M “Á Â w?x l
I soit un isomorphisme de G-modules.w?x
Ž . Ž .Preu¤e. Soient x g X T , C et l g H G, K , deux caracteresÁnr C
Ž . Ž . Ž .associes. Choisissons x modulo W tel que Re z G Re z G ??? GÂ 1 2
Ž .Re z . Alors la representation I a un unique quotient irreductible; ceciÂ Ân x
w xresulte du theoreme du quotient de Langlands 5, Sect. IX.2, Silberger etÂ Â Á
Ž .du fait que les series principales unitaires sont irreductibles pour GL nÂ Â
Ž w x w x. w xJacquet, 23 , ou 2 . Celui-ci est spherique 12, Proposition 6 . On enÂ
deduit aisement que I est engendre par 1 et le Theoreme 2.3 permet deÂ Â Â Â Áx x
conclure.
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On remarque que cette proposition n'est pas vraie en general quand laÂ Â
caracteristique l du corps de coefficients est non nulle. En effet, dans leÂ
Ž .cas particulier de GL 2 , q ’ 1 mod l et l / 2, Serre a demontre dans sonÂ Â
w xcours au College de France 17 , que pour un bon choix du caractere deÁ Á
Ž .H G, K , l'image du module universel dans une induite associee estÂ
reduite a k, ce qui prouve que le morphisme canonique ne peut etreÂ Á Ã
bijectif.
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